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Soluzione - Traccia n. 2
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Q1) Dare la definizione di applicazione lineare.

Q2) Dimostrare che ogni applicazione lineare trasforma vettori linearmente dipendenti in vettori linearmente dipendenti.
Q3) Data l’applicazione lineare  [image: image1.emf]


f :R2 → R2 ∍ '∀(x, y)∈ R2 : f (x, y) = (x +3y, x + y)
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1. calcolare la matrice associata ad f rispetto alla base canonica;

2. calcolare una base di Im(f) e la sua dimensione;

3. calcolare una base di ker(f) e la sua dimensione;

4. dire se f è ingettiva, surgettiva, bigettiva.

Q4) Fissato un riferimento nello spazio S3,

1. calcolare i parametri direttori della retta r di equazioni [image: image2.emf]
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2. scrivere l’equazione del piano passante per P0(1, 0, -1) e perpendicolare ad r;

3. calcolare la distanza di P0 dalla retta r.
Q5) Data la conica di equazione [image: image3.emf]


5x2 − 6xy+ 5y2 +16 2x +38 = 0
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1. classificare la conica;
2. calcolare l’equazione canonica. 

Q1)  Se V e V’ sono due spazi vettoriali su K e se f è un’applicazione di V in V’, si dice che f è un’applicazione lineare se f verifica le seguenti due proposizioni:

1. [image: image4.emf]


∀u,v ∈V : f (u+ v) = f (u)+ f (v)
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2. [image: image5.emf]


∀k ∈ K ∧∀v ∈V : f (k ⋅ v) = k ⋅ f (v)
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Q2) Siano V e V’ sono due spazi vettoriali su K e sia f è un’applicazione di V in V’. 
Se [image: image6.emf]
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∃h1,h2,...,hr ∈ K, (h1,h2,...,hr ) ≠ (0, 0,..., 0) ∍ 'h1v1 + h2v2 +...+ hrvr = 0⇒ f (h1v1 + h2v2 +...+ hrvr ) = f (0)⇒
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[image: image8.emf]


⇒ f (h1v1)+ f (h2v2 )+...+ f (hrvr ) = 0⇒ h1 ⋅ f (v1)+ h2 ⋅ f (v2 )+...+ hr ⋅ f (vr ) = 0,
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con [image: image9.emf]
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Dunque, f trasforma vettori l.d. di V in vettori l.d. di V’.

Q3) Sia data l’applicazione lineare 

[image: image10.emf]


f :R2 → R2 ∍ '∀(x, y)∈ R2 : f (x, y) = (x +3y, x + y)
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[image: image11.emf]


∀(x, y)∈ R2 : f (x, y) = (x +3y, x + y) = (x, x)+ (3y, y) = x(1,1)+ y(3,1) = 1 3
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b) 

[image: image12.emf]


∀v ∈ Im( f ) : v = f (x, y) = (x +3y, x + y) = x(1,1)+ y(3,1)⇒ Im( f ) = L(v1 = (1,1),v2 (3,1)).
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Poiché 
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i due vettori v1 e v2 sono linearmente indipendenti.

Pertanto, una base di Im(f) è 

[image: image14.emf]


BIm( f ) = (1,1), (3,1){ }
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e dim Im(f) = 2.

c) [image: image15.emf]


∀u∈ ker( f ) : f (u) = 0⇒ f (x, y) = (x + y,3x + y) = (0, 0)⇒
x + y = 0
3x + y = 0
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⇒ x = y = 0⇒ ker( f ) = 0{ }.
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Dunque: non esistono basi di ker(f) e dim ker(f) = 0. 

d) Poiché dim Im(f) = dim R2 = 2, f è surgettiva e, poiché dim ker(f) = 0, f è anche ingettiva e quindi f è bigettiva.

Q4)    

a) I parametri direttori della retta r di equazioni 

[image: image16.emf]
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si ottengono come segue:

[image: image17.emf]
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Essi sono, nell’ordine, i coefficienti di t in x, y e z.

b) I parametri di giacitura del piano [image: image18.emf]
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[image: image19.emf]


a = ℓ = −1,b =m = 0,c = n =1.
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Pertanto, l’equazione del piano [image: image20.emf]
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, pasante per P0(1,-1,0) e perpendicolare ad r, è
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c) Per calcolare la distanza di P0 dalla retta r, come primo passo, determiniamo il punto H di intersezione del piano [image: image22.emf]
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Quindi, la distanza di P0 da r è:

[image: image24.emf]


d(P0, r) = PH = (1− 2)2 + (0−1)2 + (−1− 0)2 = 1+1+1 = 3.
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Q5) E’ data la conica di equazione [image: image25.emf]


5x2 − 6xy+ 5y2 +16 2x +38 = 0
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a) Le matrici associate alla conica sono:

[image: image26.emf]
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detA =
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l’ellisse è non degenere.

(a) Calcoliamo l’equazione canonica dell’ellisse.
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[image: image32.emf]


⇒ y = x⇒∀X ∈Vλ1=2 : X = (x, x) = x(1,1).
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 è un autovettore di A00 associato all’autovalore [image: image33.emf]
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[image: image36.emf]


⇒ y = −x⇒∀X ∈Vλ1=8 : X = (x,−x) = x(1,−1)
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Quindi, una base ortogonale di R2 è 
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e una base ortonormale di R2 è 
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La matrice del cambiamento di base è
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e le formule del cambiamento di riferimento (formule di rotazione) che eliminano il termine rettangolare xy, sono:
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Sostituendo tali relazioni nell’equazione di partenza della conica, si ha:
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⇒ 5x '2+ 5y '2− 6x '2+ 6y '2+ 5x '2+ 5y '2+32x '+32y '+ 76 = 0⇒ 4x '2+16y '2+32x '+32y '+ 76 = 0⇒
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⇒ x '2+ 4y '2+8x '+8y '+19 = 0
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E’ questa l’equazione della conica nel riferimento ortonormale i cui assi x e y sono paralleli agli assi di simmetria della conica.

Ora calcoliamo la traslazione di assi, che ha l’origine nel centro dell’ellisse, applicando il metodo di completamento dei quadrati.
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x '2+ 4y '2+8x '+8y '+19 = 0⇔ (x '2+8x ')+ (4y '2+8y ')+19 = 0⇒ (x '2+ 2 ⋅ 4 ⋅ x '+16−16)+ 4(y '2+ 2y '+1−1)+19 = 0⇒
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Dunque, la conica è un’ellisse con centro in [image: image49.emf]
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e semiassi a = 1 e b = ½.

FOGLIO DELLE RISPOSTE – TRACCIA 2

Q1) ( Sul foglio)

Q2) (Sul foglio)

Q3) 

a) Matrice di f: _________________________________;

b) BIm(f) =  ______________________________________;

dim Im(f) = ______;

c) BKer(f) = _________________________________________________________;
dim Ker(f) = _____;

d) f ingettiva:  SI    NO,     surgettiva:  SI   NO, 

bigettiva:   SI    NO

Q4) 

a) parametri direttori di r: ___________________________

b) Equazione del piano: ____________________________

c) Distanza di P0 da r: d = _________________

Q5) 
A) SPECIE: _________________________; GENERE: _______________________;

B) EQUAZIONE CANONICA: _______________________________________________.
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